
1. INTRODUCCIÓN

La marea se define como el ascenso y descenso periódico del
nivel del mar con respecto a la tierra, y es producida por la
atracción gravitacional de la Luna y del Sol; así como tam-
bién por factores no astronómicos como línea costera, pro-
fundidad local, relieve oceanográfico y otras influencias hi-
drográficas y meteorológicas que cumplen un rol importante
en su comportamiento [1] y [2]. 

En primer lugar expondremos como obtener el potencial
de marea lunisolar. Para expresar el potencial lunisolar su-

pondremos al Sol y a la Luna, como puntos materiales, limi-
tándonos a explicar sólo el caso de la Luna pues el caso del
Sol es completamente análogo. Para estudiar el caso del Sol,
recurriremos a los resultados obtenidos para la Luna. En
primer lugar, consideraremos la Tierra esférica como pri-
mera aproximación, estando la Luna situada en un punto A
(ver figura 1). 

En estas condiciones el potencial creado por la luna en el
punto P, viene dado por:

V = GM /ρ

Donde G es la constante de Gravitación Universal y M es
la masa de la Luna, 0.123 veces la masa de la Tierra [3].
Esta fórmula puede escribirse también en función de la dis-
tancia Tierra-Luna (d) en vez de la distancia de la Luna al
punto P estudiado (ρ):

(1)
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RESUMEN   En el presente trabajo se aplican las técnicas de análisis espectral mediante la aplicación de la transformada
rápida de Fourier (FFT) a los registros de marea de la estación de Ceuta desde el año 1995 a 2003, para identificar las com-
ponentes de marea (amplitud y periodo) tanto semidiurnas como diurnas, y para las componentes tanto solares como luna-
res de cada una de ellas. Se obtuvo que la periodicidad de los componentes marea semidiurnos solares está entre 11.97 y
12.01 horas, mientras que los lunares están entre 12.41 y 12.64 horas. Por otro lado la periodicidad del componente de
marea diurno solar fue de 24.09 horas, mientras que los componentes diurnos lunares son de mayor y menor periodo. Así,
vemos que los componentes de marea solares diurnos y semidiurnos no tienen el mismo comportamiento para la serie tem-
poral estudiada. También se obtuvo que el componente de marea dominante del espectro de amplitud es el semidiurno
lunar. La amplitud de las mareas presentan pequeñas diferencias anuales que sugieren tendencias estables a disminuir o
a crecer, según que componente de marea consideremos; dado que son componentes de distinto periodo, podrían estar afec-
tados por fenómenos de distinta naturaleza. Esto sugiere mayores investigaciones para verificar si el cambio climático, u
otro agente, son responsables de este comportamiento.
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donde son conocidos R (el radio terrestre) y d. Respecto al
componente Pn (cos ψ) sabemos que son los polinomios de
Legendre cuyos valores iniciales se expresan en la tabla 1.
En consecuencia, vemos que en el desarrollo (1) podemos
despreciar todos los términos con grado n ≥ 3, puesto que
con R ≈ 6357 km y d ≈ 384400 km se observa que ordenes
superiores a 3 serán menores de 10-11 (véase tabla 1). En lo
referente a los polinomios de Legendre, el término n = 0 po-
demos despreciarlo, puesto que es el potencial creado por la
Luna en el centro de la Tierra, siendo un término constante
e independiente de la posición de P en la Tierra, por tanto
no produce efecto de marea. Respecto al término n = 1 pode-
mos presentar conclusiones análogas, puesto que es un tér-
mino constante (véase tabla 1). Para comprobar esta afirma-
ción, basta considerar que el sistema Tierra-Luna gira
alrededor del centro del CM de ambos cuerpos, con una velo-
cidad angular ωL igual a la velocidad angular de rotación de
la Luna alrededor de la Tierra (velocidad angular orbital),
siendo esta velocidad angular muy pequeña. En consecuen-
cia, en la fórmula del potencial calculado en el punto P dado
por la expresión (1), hay que incluir el potencial centrífugo
asociado a la velocidad angular ωL:

Esta expresión puede escribirse en la forma:

(2)

donde ahora V1 incluye también el término debido al poten-
cial centrífugo. Como V0 y V1 son constantes, podemos ex-
presar el potencial de la luna (VL) con la expresión:

(3)

donde a lo sumo consideramos el grado 2, pues órdenes su-
periores serán despreciables (véase tabla 1). La ecuación (3)
expresará el llamado potencial de marea lunar, es obvio de-
cir que para el Sol, obtendríamos una fórmula similar, sin
más que sustituir M por la masa del Sol, poniendo d como la
distancia entre el Sol y la Tierra, y cambiando ψ por la dis-
tancia cenital geocéntrica del Sol.

Vista la simplicidad de la fórmula (3), cabe pensar que
este problema de los potenciales es muy sencillo, pero esto
no es tan simple, puesto que ψ no es un ángulo fundamen-
tal, por ello, es necesario expresarlo en función de coordena-
das más convencionales, como son las coordenadas esféricas
de P y de A. en la figura 2, puede verse la relación entre am-
bas coordenadas en la esfera celeste.

V GM R
d

PL

n

n n
n

= ⋅ ( )+
=

∞

∑ 1
2

cosψ

V V V R
d

P GM
n

n n
n

= + + ( )












 ⋅

+
=

∞

∑0 1 1
2

cosψ

  
V GM rL= + ⋅

ρ
ω

1
2

2 2

ANÁLISIS ESPECTRAL DEL REGISTRO DE MAREA EN LA ESTACIÓN DE CEUTA

104 Ingeniería Civil 146/2007

FIGURA 1. Componentes del potencial de marea lunar. FIGURA 2. Esfera Celeste.
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Como
cos ψ = cos θ cos Θ + sen θ sen Θ cos (Λ - λ)             (4)

entonces puede hacerse el cambio de variable en la expre-
sión (3) y su correspondiente desarrollo en armónicos esféri-
cos fundamentales, obteniéndose la expresión del potencial
de marea lunar, en la forma (análogamente puede escribirse
el potencial de marea solar):

(5)

donde (anm(t), bnm (t)) son coeficientes que dependen del
tiempo y (Rnm, Snm) son funciones que pueden expresarse a
través de las funciones asociadas de Legendre.

Así, a partir de la expresión (5) podemos obtener los armó-
nicos (también llamados mareas) existentes en lo que se co-
noce como un día de marea, siendo éste el tiempo de rotación
de la Tierra con respecto a la Luna, y tiene un valor medio
aproximado de 24.84 horas. Encontrando que dentro de un
día de marea existen tres tipos básicos de mareas [4]: semi-
diurnas (lunares M2 y N2, solares S2 y K2), mixtas (largo pe-
riodo) y diurnas (lunares K1 y O1, solar P1). Las primeras tie-
nen dos picos de pleamar y dos de bajamar (similares en
altura) cada día de marea. Las mixtas presentan dos pleama-
res y una bajamar o una pleamar y dos bajamares. Las ma-
reas diurnas tienen un pico de pleamar y una de bajamar [1].

2. OBJETIVOS
Los objetivos de este trabajo son aplicar las técnicas de aná-
lisis espectral a los registros de marea, identificando las
componentes de marea semidiurnas y diurnas, en base a los
datos proporcionados por la estación GPS del puerto de
Ceuta, clasificar los distintos componentes de marea según
su amplitud y observar su evolución temporal (anual). 

3. ANTECEDENTES
Existen estudios sobre el comportamiento del nivel del mar
en la cornisa cantábrica de la Península Ibérica, donde se
encontró que el nivel del mar está subiendo desde el princi-
pio del registro y que esta subida es mayor en los últimos
años [5]. El estrecho de Gibraltar se considera como una re-
gión homogénea, con una tendencia regional de 0.9 mm/año
a subir y un ciclo anual cuya amplitud oscila entre 40 y 56
mm, dependiendo de la estación mareográfica [2]. En 1983
en la zona occidental del mar de Alborán se determinó la
existencia de paquetes de olas internas no lineales emana-
das desde el Estrecho de Gibraltar, ausentes durante un pe-
riodo cuando las condiciones de marea debían haber gene-
rado tales olas. Datos a largo plazo demuestran su
presencia, se establece como hipótesis de esa presencia el
aumento en la salida del agua del Mediterráneo sobre la ba-
timetría principal al este del Estrecho. Tal aumento pudo
haber obstaculizado o haber limitado fuertemente la genera-
ción de ondas internas en y cerca de la marea alta [6].

Estudios similares encontraron que en el norte de la pe-
nínsula ibérica existe una tendencia regional de 2.4 mm/año
a subir y a su vez 0.8 mm/año a subir en las islas Canarias.
La variabilidad por décadas no permitió encontrar valores
de aceleración fiables para la longitud de éstas series. Las
correlaciones encontradas con las presiones en costa son al-
tas y algo inferiores con el índice de oscilación del Atlántico
Norte (NAO), deduciendo que las variaciones del nivel del
mar registrado en costa, aparte de las señales locales, man-
tienen las características propias de la región [7].

Estudios realizados en Bélgica determinaron que existe
un efecto eólico en la altura de ola del 3% y en el periodo de
marea del 20% [8]. En Portugal (cabo Sines), se observó am-
plitudes de ola largas internas de 50 a 250 metros de pro-
fundidad y de 40 m a 100 m de profundidad. Mediante imá-
genes de satélite se demostró que la posición del fenómeno
anteriormente descrito, está ligada a la fase de marea, sugi-
riendo que es de origen interno. Cada paquete individual de
ondas internas contiene hasta 7 ondas de longitud de 500 a
1500 m. Los paquetes sucesivos son separados por distan-
cias internas de marea de 16 a 20 km. El estudio concluye
que la generación de bajadas críticas de la batimetría y las
interacciones no lineares, son las principales explicaciones
para las amplitudes largas [9].

4. DATOS
En la actualidad a nivel mundial se mantienen registros de
mareas [10], especialmente en zonas portuarias, por la gran
utilidad que presentan para predecir el comportamiento ma-
rino, establecer fenómenos climatológicos, fenómenos astro-
nómicos [11], estudiar el comportamiento de las corrientes
marinas, elaboración de cartas náuticas, mapas litorales,
fronteras marítimas, navegación, construcciones marítimas,
etc. Así también, el nivel medio del mar es considerado como
un indicador del cambio climático y a su vez como conse-
cuencia del mismo, por lo que su estudio toma cada día más
importancia para prevenir y anticipar eventos como, inun-
daciones, tormentas o corrientes marinas [4] y [1].

En España, las observaciones oceanográficas son respon-
sabilidad de Puertos del Estado (PE) [12] e Instituto Espa-
ñol de Oceanografía (IEO). Dentro de esta responsabilidad
se encuentra la estación GPS de medición del oleaje, ubi-
cada en el puerto de la Autoridad Portuaria de la ciudad de
Ceuta [13] (véase figura 3), cuyo calado es 21 m y cuya ubi-
cación geográfica es latitud 35º 54’ N y longitud 05º 19’ W.
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FIGURA 3. Ubicación de la estación GPS (IEO, 2006).
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La red costera de Puertos del Estado proporciona datos de
oleaje escalado en tiempo real en puntos de aguas poco pro-
fundas, de gran interés para las actividades portuarias o la
validación de modelos de oleaje. Los datos son tomados en
series horarias de 5120 puntos, equivalente a 43 minutos de
grabaciones [14] y [15]. Actualmente, la Red Española de
Medida y Registro de Oleaje (REMRO) posee datos de la es-
tación de Ceuta (estación 019), desde el año 1943 hasta la
actualidad. En el puerto de Ceuta la boya se encuentra con
un sensor de oleaje escalar, vigente desde el año 1985. 

Los datos de oleaje utilizados en este estudio fueron obte-
nidos de la Red Mareográfica del IEO [16], estando muestre-
ados cada hora, siendo el intervalo de años considerado
desde 1995 hasta 2003. Estos datos están referidos al mare-
ógrafo cero: Tide Gauge Zero. 

5. METODOLOGÍA

5.1. EL ANÁLISIS ESPECTRAL
El análisis espectral es una herramienta matemática que en
la actualidad es aplicada en muchas de disciplinas científi-
cas. Este análisis tiene su origen en “el problema de la
cuerda vibrante” cuyo estudio ocupó a los matemáticos del
siglo XVIII [17].

De acuerdo con el Teorema de Fourier, la función f(t) que
satisfaga las condiciones de Dirichlet, puede ser represen-
tada por la siguiente serie [18]:

(6.1)

Donde las constantes (a0 , an , bn) se determinan mediante:

[6.2(a)]

[6.2(b)]

[6.2(c)]

siendo la función f(t) periódica de periodo T.
El análisis armónico nos proporciona los valores de los

coeficientes de Fourier, pero esto no es más que una herra-

mienta para obtener la información que verdaderamente
nos interesa de la función f(t): Valor medio (M), amplitud (A)
y periodo (T) (ver en figura 4 un ejemplo de función f(t)).

5.2. OBTENCIÓN DE LA INTEGRAL DE FOURIER
Para la obtención de la integral de Fourier basta con susti-
tuir las ecuaciones (6.2) en la ecuación 6.1, obteniéndose:

(7.1)

Donde teniendo en cuenta que:

Cos (A-B) = cos A cos B + sen A sen B

Podemos escribir:

(7.2)

Al factor cos […] se le llama Kernel de Dirichlet.
La expresión (7.2) puede escribirse como función de la

frecuencia angular ω, si se considera que:

ωn = 2nπ /T
ωn-1 = 2 (n-1)π /T (7.3)

∆ωn = ωn - ωn-1 = 2π /T

Entonces escribimos la expresión (2.2) en la forma:

(7.4)

Ahora, si T→∞, la expresión (2.4) toma el valor:

(7.5)

Ya que, ∆ω será cambiado por dω, debido a que 1/T → 0 y
la integral “f” es finita [19]. La integral de “f” es finita, por-
que dicha función satisface por hipótesis las condiciones de
Dirichlet. La ecuación (2.5) recibe el nombre de integral de
Fourier, de la cual podemos obtener, como ahora veremos, la
transformada de Fourier.
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FIGURA 4. Representación de
los componentes de la onda.
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5.3. OBTENCIÓN DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Para obtener la expresión de la transformada de Fourier a
partir de la integral de Fourier, introducimos las funciones
a(ω) y b(ω), partiendo de las ecuaciones (6.2), escritas en la
forma en la cual fueron usadas para presentar la ecuación
(7.1); considerando además que T → ∞, junto con las identi-
dades (2.3) escribimos:

(7.6)

Que nos permite escribir la ecuación (2.5) en la forma:

(7.7)

desarrollando el término coseno de la diferencia. Notar que
la ecuación (7.7) expresa el desarrollo en serie de la función
f(t), dado por la ecuación (6.1), cuando cambiamos el suma-
torio por la integral, bajo las condiciones consideradas para
obtener las expresiones (7.6). Así cuando más adelante de-
signemos las cantidades (a,b), como parte real e imaginaria,
respectivamente, de cierta función compleja F(ω), no estare-
mos introduciendo cantidades cuyo significado sea descono-
cido para nosotros.

Como último paso para llegar a la expresión de la trans-
formada de Fourier, definimos:

(7.8)

que llevadas a la ecuación (2.7) nos permiten escribir:

(7.9)

expresión que se puede simplificar considerando que:

cos A cos B – sen A sen B = cos (A+B); cos θ = (eiθ + e -iθ ) /2

escribiendo:

(7.10)

En la que podemos identificar fácilmente la función com-
pleja F(ω):

(7.11)

Como consecuencia de las ecuaciones (7.10) y (7.11) pode-
mos, finalmente, escribir la definición de la transformada di-
recta e inversa de Fourier, junto las definiciones de espectro
de amplitud y espectro de fase:

Transformada de Fourier directa

(7.12)

Transformada de Fourier inversa 

(7.13)

Espectro de Amplitud

(7.14)

Espectro de fase

(7.15)

Estas expresiones se calculan mediante la transformada
rápida de Fourier (FFT), aplicándose para evaluar la pre-
sencia de patrones o ciclos en el comportamiento de las se-
ries temporales, ya que la FFT permite descomponer cual-
quier función periódica en una serie de armónicos, y las
amplitudes de cada armónico se determinan por integrales
en el intervalo de la función. Esta transformación sólo puede
ser aplicada al estudio de sistemas lineales (estacionarios),
donde existe una señal de entrada a un sistema lineal y una
señal de salida correspondiente (respuesta) [20]. En casos de
sistemas no estacionarios como océanos y atmósfera, pode-
mos aplicar este análisis, asumiendo que el sistema es lineal
y el tiempo invariante (o que varía muy lentamente), es de-
cir, que el sistema tiene las mismas características ahora, en
el pasado y en el futuro, [21] y [22].

Las fórmulas utilizadas dentro del proceso análisis en el
presente estudio, fueron la Transformada de Fourier directa
(7.12) y el espectro de Amplitud (7.14), donde f(t) es el regis-
tro o serie temporal ilustrado en la Figura 5 y es el espectro
de amplitud correspondiente a dicha muestra temporal. Los
cálculos se realizaron con el programa de análisis de series
temporales [23], utilizando como datos de entrada los regis-
tros de oleaje muestreados cada hora desde 1995 hasta
2003, siendo seleccionados por ser series continuas de datos.

6. RESULTADOS
Mediante el Análisis espectral, descrito en la sección ante-
rior, aplicado al registro ilustrado en la figura 5, hemos ob-
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FIGURA 5. Ejemplo de altura del mar (f(t)) registrada en el año 2003.
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tenido el espectro amplitud que se muestra en la figura 6,
donde se encontró la presencia de mareas diurnas y semi-
diurnas. Estas mareas se encuentran bien identificadas en
las figuras 7 y 8, en las cuales se ha presentado una selec-

ción obtenida de la Figura 6. En la figura 7 se han repre-
sentado las componentes de marea semidiurnas (con pe-
riodo de 12 horas, aproximadamente). En la figura 8 se
han representado las componentes diurnas de nuestra
muestra temporal (con periodo de 24 horas, aproximada-
mente). Las amplitudes de las distintas componentes de
marea encontradas se muestran en la Tabla 2, para todo el
periodo de años considerado en este estudio (desde 1995
hasta 2003). La nomenclatura utilizada para la identifica-
ción de mareas está acorde con la bibliografía especiali-
zada [4].

7. CONCLUSIONES
La periodicidad de los componentes marea semidiurnos sola-
res está entre 11.97 y 12.01 horas, mientras que los lunares
están entre 12.41 y 12.64 horas. Esto supone que los compo-
nentes de marea semidurnos solares tienen menor periodo
que los lunares. En cambio, es interesante notar que hemos
obtenido una periodicidad para el componente de marea
diurno solar de 24.09 horas, mientras que los componentes
diurnos lunares son de mayor y menor periodo. Así, vemos
que los componentes de marea solares diurnos y semidiur-
nos no tienen el mismo comportamiento. 

Se observa en la figura 6 y el la Tabla 2, que el compo-
nente de marea dominante del espectro de amplitud es el
M2 (semidiurno lunar). La amplitud de las mareas pre-
senta pequeñas diferencias anuales que sugieren tenden-
cias estables a disminuir o a crecer, según que componente
de marea consideremos. Los componentes de marea semi-
diurnos lunares tienden a disminuir de amplitud, a lo
largo del periodo analizado, mientras que los solares más
o menos se mantienen (S2) o aumentan (K2). Respecto a los
diurnos, los componentes lunares (K1) y (O2) tienden a au-
mentar de amplitud, mientras que los solares (P1) se man-
tienen casi en la misma amplitud. Se observa que el com-
portamiento de los componentes diurnos y semidiurnos es
opuesto, cuando unos crecen los otros disminuyen. Dado
que son componentes de distinto periodo podrían estar
afectados por fenómenos de distinta naturaleza. Esto su-
giere mayores investigaciones para verificar si el cambio
climático, u otro agente, son responsables de este compor-
tamiento.
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FIGURA 6. Espectro de amplitud representado en la figura 5. FIGURA 8. Componentes Diurnas.

FIGURA 7. Componentes Semidiurnos.

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

Periodo (horas)

M2

M1

A
m

pl
itu

d 
(m

et
ro

s)

0 50 100 150 200 250 300 350

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

Periodo (horas)

M2

K2

S2

N2

A
m

pl
itu

d 
(m

et
ro

s)

10 11 12 13 14 15

0.10

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0.00

Periodo (horas)

K2

S2

A
m

pl
itu

d 
(m

et
ro

s)

11.80 11.85 11.90 11.95 12.00 12.05 12.10 12.15 12.20

Periodo (horas)
23 24 25 26 27

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0.00

K1

P1

O1

A
m

pl
itu

d 
(m

et
ro

s)

10.CEUTA  14/6/07  14:23  Página 108



ANÁLISIS ESPECTRAL DEL REGISTRO DE MAREA EN LA ESTACIÓN DE CEUTA

109Ingeniería Civil 146/2007

Semidiurnas Diurnas

Origen Lunar Solar Lunar Solar Lunar Lunar Solar

Símbolo M2 S2 N2 K2 K1 O1 P1

Periodo (horas) 12.41212 12.01173 12.64197 11.97660 23.95322 25.76101 24.09411

1995

Amplitud
(m)

0.28085 0.08732 0.04138 0.06897 0.03189 0.01241 0.01268

1996 0.28236 0.09451 0.05133 0.06398 0.03274 0.01255 0.01289

1997 0.27360 0.08900 0.05309 0.06358 0.03193 0.01265 0.01310

1998 0.27429 0.07878 0.04364 0.07083 0.03263 0.01214 0.01317

1999 0.27992 0.08510 0.04606 0.07484 0.03209 0.01253 0.01284

2000 0.27819 0.09355 0.04465 0.07005 0.03460 0.01518 0.01400

2001 0.27256 0.08669 0.04924 0.07605 0.03755 0.01744 0.01319

2002 0.27071 0.08081 0.04321 0.08502 0.03785 0.01345 0.01384

2003 0.26843 0.08617 0.04758 0.08325 0.03729 0.01625 0.01137
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